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1 Introduction










り合わせた 「Tonnetz」 と呼ばれる平面図形を用いる.楽曲の MIDI ファイルを読み込み,
そのクロマの数を元に Tonnetz から3次元内の多面体を構成することによって行う.ま
たバーコードを計算するすることによってその多面体のトポロジーを調べる.本研究では,




本研究では楽曲を構成する最小単位 「音」 を,高さ p\in \mathbb{R}_{\geq 0} と長さ  d\in \mathbb{R}_{\geq 0} によって
作られる実数のペア  n=(p, d)\in \mathbb{R}_{\geq 0}^{2} として定める.ここで音  n=(p, d) の高さ  p は1




2つの音  n_{1} , n2に対してその周波数を用いて順序関係を定義する.即ち、  p_{1}\geq p_{2} のと
き  n_{1}\geq n_{2} と定める.一般に  n_{1} はn2よりも高く聞こえる.また音  n=(p, d) に対して
 n'=(2p, d) を  n の1 オクターブ上の音という.
どの音を基準にするかという議論も古くからされているが、現在では1834年に
Stuttgart 会議で定められた特定の周波数を 「標準高度」 といい,  440Hz を  A の音をとす
る規格が基準として広く使われている.音の長さの基準は1であるとし、音名はこの  A を
基準として以下の12音で構成されいる:
 A=(440,1)
 A, A\#, B, C, C^{\#}, D, D^{\#}, E, F, F^{\#}, G, G^{\#}.
それぞれの音の高さは、公比が糎の等比数列をなすように関係つけられている.すなわ
ち  C の周波数を  p とすると   c\# の周波数は  1\sqrt[2]{2}p となっている.
一般に使用される88鍵ピアノは27.  5Hz\sim 4096Hz まで表現できる.もっとも低い
27.  5Hz の音をオクターブ  0 のラといわれ  A_{0} で表すことも多い.これを基準とすると標
準高度  440Hz はオクターブ4のラとなり  A_{4} と表すこともある.本研究では88鍵ピアノ
に従い,音  n の高さ  p は  27.5\leq p\leq 4096 を満たすとする.
2.2 和音
複数の音を同時にならすとき,それぞれ高さの関係からよく響くときがある.よく響く
というは曖昧ではあるが、ここではその音の組のことを 「和音」 または 「コード」 という.
一般的によく使用されるのは3つの音の組  (n_{1}, n2, n_{3}) から構成されている 「三和音」 と
呼ばれるものである.その中でも 「長三和音 (メジャー)」,「短三和音 (マイナー)」と
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呼ばれるものが主にとなって使われている.長三和音とは基準となる音に長3度と完全
5度の音の組で構成される和音のことで基準の音が  C の場合  C=(C, E, G) と表される.
短三和音とは基準となる音に短3度と完全5度の音の組で構成される和音のことで基準の
音が  C の場合 Cm  =(C, E^{b}, G) と表される.このメジャーコードとマイナーコードの音
の関係を図示すると以下のようになる:
図1  C メジャーコードと  C マイナーコード
3 Tonnetz
Tonnetz とは音の高さの関係を平面上に表した格子状の図形のことである.1739年







この有限範囲の Tonnetz を有限 Tonnetz あるいは上下の辺と左右の辺を張り合わせる
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ことによってトーラス構造を持つことから Tours Tonnetz といわれている.
有限 Tonnetz は三和音に対しての関係を表したものだが、一般の五和音,七和音などの
一般の和音に関しての表現の研究は Neo‐Riemannian theory として現在も多くの研究が
なされている.
4 多面体
ここでは  \mathbb{R}^{3} の中の多面体を定め,Tonnetz から多面体を構成する.多面体とは以
下に定義される単体複体を  \mathbb{R}^{3} 内に実現したものである.本研究で使用する記号は [4] に
従った.
4.1 単体複体
 \mathbb{R}^{3} 内の  0‐単体とは 「点」 を表し,1‐単体とは線分を表す。さらに2‐単体は三角形,
3‐単体は四面体を表す.  d‐単体の境界は  (d-1)‐単体になっていることに注意する.
 \bullet
図3  0‐単体 1‐単体 2‐単体 3‐単体
 d‐単体  \sigma の頂点を  a_{0} , . . . ,  a_{d} とするとき  \sigma を  \sigma=|a_{0}\cdots a_{d}| と表すとき,その部分の頂
点からなる単体  \tau=|a_{i_{0}}\cdots a_{i}.| を  s‐面といい,記号で  \tau\leq\sigma で表す.
単体複体とは,単体の集合  \mathcal{K} が以下の2つの条件を満たすものをいう。直感的には複
数の単体が無理なく貼り合わされているということである.
1. 任意の単体  \sigma\in \mathcal{K} に対して  \sigma の面はまた  \mathcal{K} に属する.
2.  \sigma,  \tau\in \mathcal{K} で  \sigma\cap\tau\neq のとき  \sigma\cap\tau は  \sigma の面であり,  \tau の面である.
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図4 単体複体
 \mathcal{K} を単体複体とするときそれに含まれるすべての単体の和集合を  \mathcal{K} を多面体といい  |\mathcal{K}|
で表す  :| \mathcal{K}|=\bigcup_{\sigma\in \mathcal{K}}\sigma
4.2 Tonnetz から多面体の構成
与えられた楽曲の音の個数を高さとし,Tonnetz から  \mathbb{R}^{3} 内の多面体を構成する.本
研究では,Fig. 2上にすべての音を表すため,オクターブは考慮せず同じ音として扱い,
楽曲の分析は MIDI ファイルから以下の手順で音を解析する.




5. 4. の音の高さを元に,Fig. 2から  \mathbb{R}^{3} の多面体を構成する.
この手順出来上がった多面体を変形 Tonnetz と呼ぶ.





 C:0,  C^{b} : 12,  D:2,  E^{b} :  0,  E:10,  F:0
























の分類」 , 「リズムの分析」 , 「コード進行」 をよりよく分析することが大事なことになる.
その為に Tonnetz を新たにデザインし,楽曲の解析を行う.
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